
离散数学讲义 同济经管 2026 魏可佶 

1 

 

目录 

第 5 章  关系 ................................................................................................................................... 2 

5.1 关系的定义与表示 ........................................................................................................... 2 

5.1.1 关系的构成及语义空间 ........................................................................................ 2 

5.1.2 二元关系 ................................................................................................................ 3 

5.1.3 关系矩阵与关系图 ................................................................................................ 5 

5.2 关系的运算 ....................................................................................................................... 5 

5.2.1 关系的基本运算 .................................................................................................... 6 

5.2.2 关系幂运算 ............................................................................................................ 8 

5.3 关系的性质 ..................................................................................................................... 11 

5.3.1 关系性质的定义 .................................................................................................. 11 

5.3.2 关系性质的判断方法 .......................................................................................... 14 

5.3.2 关系闭包 .............................................................................................................. 16 

5.4 等价关系与偏序关系 ..................................................................................................... 19 

5.4.1 等价关系 .............................................................................................................. 19 

5.4.2 等价类与商集 ...................................................................................................... 20 

5.4.3 集合的划分 .......................................................................................................... 22 

5.4.4 偏序关系 .............................................................................................................. 24 

5.4.5 偏序关系的图形化表示-Hasse 图 ...................................................................... 25 

5.4.6 偏序集的极值元素与界 ...................................................................................... 28 

知识扩展提示词 ................................................................................................................... 32 

第 5 章主要数学符号列表 ................................................................................................... 32 

 

  



离散数学讲义 同济经管 2026 魏可佶 

2 

 

第 5 章  关系 

集合描述有什么东西，关系描述这些东西之间如何联系。关系是构建数学结构的核心基石

与关键纽带，与研究对象的集合、特殊关系的函数，共同构成了数学结构模型。 

5.1 关系的定义与表示 

本节聚焦关系的具体呈现形式及适配场景，常用表示方法有集合表示法、矩阵表示法、图

形表示法。 

5.1.1 关系的构成及语义空间 

关系的定义域确定了关系是定义在哪些集合上，值域给出了关系映射到的集合范围。 

定义 5.1 ：有序对 

按特定顺序排列的一对元素 x 和 y 被称为有序对（或序列），记为⟨x,y⟩。 

有序对的表示形式主要有标准形式 <a, b>、圆括号简写形式(a, b)和集合定义形式{{a}, {a, 

b}}，三者所体现的元素组合与顺序特性完全一致。例如<3, -4>、(3,−4)和{{3}, {3, −4}}都表示

平面内 x=3、y=−4 的笛卡尔坐标。 

有序对的顺序确定性是指有序对中两个分量的顺序固定、不可颠倒，若 a≠b，则<a, b> ≠ 

<b, a>。有序对的相等判定唯一性是指两个有序对相等的充要条件是“对应分量完全相等”，即

<a, b> = <c, d> 当且仅当 a = c 且 b = d。 

例 5.1：已知两个有序对<x−1, 4>与<3, 2y+2>相等，根据有序对的相等特性，求解未知量 x

和 y 的值。 

解：根据有序对相等的充要条件，列出对应的方程组并求解 

x - 1 = 3 ，x = 4 

4 = 2y + 2，y = 1 

代入原有序对验证，可得： 

左边有序对：<x−1, 4> = <3, 2y+2> 

结论：x = 4，y = 1。 

1）笛卡尔积的及其性质 

定义 5.2 ：笛卡尔积 

设 A 和 B 为集合，A 与 B 的笛卡尔积记为 A×B，A×B = {<x,y> | x∈A ∧ y∈B }。 

例如 A={0, 1}, B={a, b, c} 

        AB={<0,a>,<0,b>,<0,c>,<1,a>,<1,b>,<1,c>}  

        BA ={<a,0>,<b,0>,<c,0>,<a,1>,<b,1>,<c,1>}     

笛卡尔积的有序性：①笛卡尔积是有序对构成的集合：(a,b) ≠(b,a)；②一般不满足交换

律：A×B≠B×A，只有在 A=B 或有空集的特殊情况下才可能相等。 

空集与任何集合的笛卡尔积都是空集：A∅=∅，∅B=∅。 

笛卡尔积对集合运算的分配律： 

对并集：A(BC)=(AB)(AC) ，(BC)A=(BA)(CA) 

对交集：A(BC)=(AB)(AC)，(BC)A=(BA)(CA) 

对差集：A×(B∖C)=(A×B)∖(A×C) 
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与包含关系的相容性：若 A⊆C,B⊆D 则 A×B⊆C×D 

基数乘法性质：对有限集合：∣A×B∣=∣A∣⋅∣B∣ 

2）n 维笛卡尔积 

定义 5.3：n 维笛卡尔积 

（1）n 元有序组是通过将 n 个元素 x₁, x₂,… 按特定顺序排列而成，记为⟨ x₁, x₂,…,xₙ⟩ 

（2）设 A₁，A₂，… 是集合。那么笛卡尔积 A₁×A₂×⋯×Aₙ={⟨ x₁, x₂,…,xₙ⟩∣xᵢ∈Aᵢ,i=1,2,…,n} 

被称为 n 维（n 元）笛卡尔积。 

例如，(1,1,0) 是三维空间中点的笛卡尔坐标，且 (1,1,0)∈ℝ×ℝ×ℝ。 

在 AI 大模型中词向量空间中，每个词被表示成 d 维实数向量，每个句子有 n 个词，那么

整个句子的表示空间就是：ℝd×ℝd×⋯ℝd (n 个)记作(ℝ𝑑)𝑛   。 

5.1.2 二元关系 

二元关系是关系理论的核心与基础，是描述两个对象之间联系的最基本形式。等价关系、

序关系、函数、图、映射等重要数学结构均以它为统一语言与底层框架，是从朴素集合论迈向

结构数学的关键一步。 

定义 5.4 ：二元关系 

设 A、B 为集合。从 A 到 B 的二元关系 R 是笛卡尔积 A×B 的一个子集，即 R⊆ A×B。 

二元关系 R 的记法： 

(a,b)∈R 记作 aRb，读作 “a 与 b 有关系 R”； 

(a,b)∉R 记作 a℟b，读作 “a 与 b 没有关系 R” 

例如，对于关系 R={⟨1,2⟩,⟨a,b⟩}, S={⟨1,2⟩,a,b} 。R 是一个二元关系，但 S 不是二元关系，

因为 a 和 b 不是有序对。我们可以写成 1R2、aRb、a℟c 等。 

例 5.2：分析下面关系 

(1) R={<x,y> | x,yℕ, x+y<3}={<0,0>, <0,1>, <0,2>, <1,0>, <1,1>, <2,0>} 

R 是自然数集 ℕ 上，由 x+y<3 定义的对称二元关系。 

(2) C={<x,y> | x,yℝ, x2+y2=1} ，C 是实数集 ℝ 上的对称二元关系，几何上表示平面单位

圆。 

(3)  R={<x,y,z> | x,y,zR, x+2y+z=3}，R 是实数集 ℝ 上的三元关系，对应三维空间中平面 

x+2y+z=3 上的所有点。 

1）二元关系与笛卡尔积子集 

定义 5.5：笛卡尔积子集与二元关系的等价关系 

设 A 和 B 为集合。A×B 的任何子集若定义了一种二元关系，则称该子集为从 A 到 B 的二

元关系。当 A=B 时，称其为 A 上的二元关系。 

笛卡尔积子集与二元关系有一一对应的等价关系，即所有二元关系都表现为笛卡尔积的子

集，所有笛卡尔积的子集也都对应一个二元关系。 

 

每个二元关系，就是按照某个给定的关系条件，从笛卡尔积中选取满足条件的有序对所构

成的笛卡尔子集。若|A|=n，|B|=m，|A×B|=nm，则 |A×B|有 2nm 种选择方式，每种选择对应一个

从 A 到 B 的二元关系 R。 



离散数学讲义 同济经管 2026 魏可佶 

4 

 

2）集合 A 上二元关系 R 的性质 

二元关系通过 5 个核心性质描述集合 A 上二元关系的结构特征。自反性、反自反性描述了

元素自身的行为；对称性、反对称性描述了两个元素之间是否有方向、是否对等；传递性描述

了描述三个及以上元素之间能否延伸、能否推导。 

定义 5.6 ：集合 A 上二元关系 R 的性质 

设 A 为任意集合，R 是集合 A 上的二元关系，即 R⊆A×A。 

若对所有 x∈A，都有 (x,x)∈R，则称关系 R 在 A 上是自反的，形式化为∀x∈A, (x,x)∈R。 

若对所有 x∈A，都有 (x,x) ∉ R，则称关系 R 在 A 上是自反的，形式化为∀x∈A, (x,x)∉R。 

若对所有 x,y∈A，只要(x,y) ∈R，就必有都有 (y,x) ∈ R，则称关系 R 在 A 上是对称的，

形式化为∀x,y∈A,  ((x,y)∈R→(y,x)∈R)。 

若对所有 x,y∈A，只要(x,y)∈R 且 (y,x)∈R，就必有 x=y，则称关系 R 是反对称的，形式化

为∀x,y∈A,  ((x,y)∈R∧(y,x)∈R→x=y)。 

若对所有 x,y,z∈A，只要(x,y)∈R 且 (y,z)∈R，就必有(x,z)∈R，则称关系 R 是传递的，形

式化为 x,y,z∈A,  ((x,y)∈R∧(y,z)∈R→(x,z)∈R)。 

这五个核心性质炼出二元关系的结构化特征，它们的不同组合可以严格定义等价关系、偏

序关系等典型关系，实现对二元关系的分类、分析与应用。 

3）典型的二元关系 

定义 5.7：全域关系与恒等关系 

设 A 为任意集合，集合 A 上的全域关系 EA 定义为：EA={⟨x,y⟩∣x∈A∧y∈A}=A×A 

集合 A 上的恒等关系 IA 定义为：IA={⟨x,x⟩∣x∈A}，恒等关系也叫相等关系 或全恒等关

系。 

例 5.3：微信群集合上的全域关系与恒等关系 

设 3 人微信群集合 A={沐辰, 若瑶, 宇泽}， 

全域关系 EA = A×A，表示群里任意两个人都可以互相发消息、聊天。 

恒等关系 IA = ={⟨沐辰,沐辰⟩, ⟨若瑶,若瑶⟩, ⟨宇泽,宇泽⟩}，   表示仅自己和自己互动。 

定义 5.8：小于等于关系 LA、整除关系 DB和包含关系 R⊆ 

设 A 为实数集 ℝ 的子集，B 为非零整数集 ℤ+ 的子集，𝒜为一集合族。小于等于关系 LA、

整除关系 DB和包含关系 R⊆定义如下： 

LA={<x,y>| x,y∈A∧x≤y}，其中 A⊆ℝ，ℝ 是实数集。 

DB={< x,y >| x,y∈B∧x 整除 y}，其中 B⊆ ℤ∗，ℤ∗是非零整数集。 

R⊆={< x,y >| x,y∈𝒜∧x⊆y}，其中 𝒜是一个集合族。 

LA、DB和 R⊆ 是三个最具代表性的关系实例，小于等于关系 LA体现了集合中任意两个元素

都可比较；整除关系 DB体现了不是任意两个数都能整除比较；包含关系 R⊆则将集合之间的包

含次序统一纳入关系理论框架中。它们的目的是从具体实例出发，把集合从单纯的无序结构，

引入到带有次序、层次的有序结构中，为后续学习更一般的有序关系做直观铺垫。 

 

例 5.4：求集合 A 上的 LA、DA和 R⊆关系。 

设集合 A={1,2,3}，集合族 𝒜={{1},{2},{1,2}}。 

小于等于关系 LA ={⟨x,y⟩∣x,y∈A∧x≤y}={⟨1,1⟩,⟨1,2⟩,⟨1,3⟩,⟨2,2⟩,⟨2,3⟩,⟨3,3⟩} 
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整除关系 DA={⟨ x,y ⟩∣x,y∈A∧x 整除 y}={⟨1,1⟩,⟨1,2⟩,⟨1,3⟩,⟨2,2⟩,⟨3,3⟩} 

包含关系 R⊆={⟨X,Y⟩∣X,Y∈𝒜∧

X⊆Y}={⟨{1},{1}⟩,⟨{1},{1,2}⟩,⟨{2},{2}⟩,⟨{2},{1,2}⟩,⟨{1,2},{1,2}⟩} 

5.1.3 关系矩阵与关系图 

二元关系可以从逻辑定义、数值计算、直观图形三个角度进行刻画，关系矩阵表示用 0-1 

矩阵将关系转化为数值结构，把元素间的有无关系变成可计算、可存储的数学对象。关系的图

表示用点和有向边可视化二元关系，直观展示元素之间的连接、层次与顺序，帮助理解关系的

整体结构，是从抽象到直观的重要桥梁。 

定义 5.9：关系矩阵 

若 A={ a1, a2,…, am } ，B={ b1, b2,…, bn }，R 是从 A 到 B 的二元关系，则 R 的关系矩阵

MR=[mᵢⱼ]ₘ×n定义为： 𝑚ᵢⱼ = {
1,若⟨𝑎𝑖 , 𝑏𝑗⟩ ∈ 𝑅,

0,若⟨𝑎𝑖 , 𝑏𝑗⟩ ∉ 𝑅
 

其中：行对应集合 A 中的元素 ai，列对应集合 B 中的元素 bj。 

定义 5.10：关系图 

若 A={ a1, a2,…, am }，R 是集合 A 上的二元关系，则 R 的关系图定义为： 

①用顶点表示集合 A 中的每个元素； 

②若 ⟨𝑎𝑖 , 𝑎𝑗⟩∈R，则从顶点𝑎𝑖到顶点 𝑎𝑗 画一条有向边； 

③若 ⟨𝑎𝑖,𝑎𝑖⟩∈R，则在顶点 𝑎𝑖 处画一个自环。 

由上述顶点和有向边构成的有向图，称为关系 R 的关系图。 

关系矩阵既可表示集合 A 到集合 B 的关系，也可表示集合 A 上的关系，而关系图通常只

用于表示集合 A 上的关系。关系矩阵可将二元关系代数化，便于计算机处理、数值运算与性质

判定；关系图使二元关系可视化，便于直观观察结构、理解元素间的次序与关联。 

例 5.5：用户 - 商品偏好关系 

设：用户集合 U={u1, u2, u3}，商品集合 I={ i1, i2, i3}。偏好关系 R：用户对商品有偏好，则 

⟨u,i⟩∈R。已知 R={⟨ u1, i1⟩,⟨ u1, i2⟩,⟨ u2, i2⟩,⟨ u3, i1⟩,⟨ u3, i3⟩} 

关系矩阵：𝑀𝑅 = (
1 1 0
0 1 0
1 0 1

) 

关系图 GR为： 

u1 u2 u3

i1 i2 i3
 

5.2 关系的运算 

关系运算以二元关系为操作对象，通过确定的规则实现关系的转换与重构，揭示关系之间

的逻辑关联与演化规律。其主要内容包括关系的集合运算、关系特有的逆运算与复合运算，以

及使关系满足自反、对称、传递的闭包运算 
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5.2.1 关系的基本运算 

1）二元关系的基本结构 

前面我们已经介绍了二元关系基本结构中的定义和三种表示法，下面引入二元关系最基础

的集合结构，它们分别是定义域(Domain)、值域(Range/ Image)和域(Field / Base set) 。 

定义 5.11：定义域、值域和域 

设 R 是从集合 A 到集合 B 的二元关系（R ⊆ A × B）。 

R 的定义域： domR = {x | y (<x,y>R) } 

R 的值域：       ranR = {y | x (<x,y>R) } 

R 的域：           fldR = domR ∪ ranR  

R 的定义域是所有作为 R 中有序对第一个元素构成的集合。R 的值域是所有作为 R 中有序

对第二个元素构成的集合。R 的域是 R 的定义域与值域的并集。 

例 5.6：定义域、值域和域示例 

设关系 R={⟨a,{b}⟩, ⟨c,d⟩, ⟨{a},{d}⟩, ⟨d,{d}⟩} 

定义域：domR={a,c,{a},d} 

值域：ranR={{b},d,{d}} 

域：fldR=domR∪ranR={a,c,{a},d,{b},{d}} 

2）二元关系的特有运算 

定义 5.12：关系的逆运算 

设 R 是从集合 A 到集合 B 的二元关系，即 R⊆A×B。 

关系 R 的逆关系（inverse relation），记作 R−1，是从 B 到 A 的二元关系，它由交换 R 中

所有有序对的两个元素得到。其集合表示为：R−1 = {<y,x> | <x,y>R} 

定理 5.1：逆关系的基本性质 

设 F 是任意二元关系，则有： 

① (F −1)−1= F 

② dom F −1=ran F, ran F −1=dom F 

 

 (1) 证明 (F−1)−1=F 

证：对任意有序对 ⟨x,y⟩，由逆关系定义： 

⟨ x,y ⟩∈(F−1)−1⟺⟨y,x⟩∈F−1⟺⟨x,y⟩∈F 

由集合相等公理可得：(F−1)−1=F 

(2) 证明 dom F−1=ran F 

证：对任意 x，x∈dom F−1⟺∃y(⟨x,y⟩∈F−1)⟺∃y(⟨y,x⟩∈F)⟺x∈ranF 

因此：dom F−1=ran F 

同理可证：ran F−1=domF。 

二元关系 R 的逆运算操作新构成的关系 R−1称为 R 的逆关系，其定义域和值域在逆运算下

呈现出互逆互换的关系，也就是 dom(R−1)=ranR，ran(R−1)=domR。对逆关系再次进行逆运算，

得到原关系，即(R−1)−1=R，这表明逆运算具有自反性。 

定义 5.13：关系的复合运算 
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设 R 是从集合 A 到集合 B 的二元关系，S 是从集合 B 到集合 C 的二元关系，则 R 与 S 的

复合关系（composition of R and S），记作 S∘R，是从 A 到 C 的二元关系： 

R∘S = |<x,z> |  y (<x,y>R<y,z>S) } 

其中，y 是满足 “x 与 y 有 R 关系，且 y 与 z 有 S 关系” 的中间元素。 

例 5.7：关系的逆运算与复合运算示例 

设关系 R={⟨1,2⟩, ⟨2,3⟩, ⟨1,4⟩, ⟨2,2⟩}, S={⟨1,1⟩, ⟨1,3⟩, ⟨2,3⟩, ⟨3,2⟩, ⟨3,3⟩}。 

逆关系 R−1={⟨2,1⟩, ⟨3,2⟩, ⟨4,1⟩, ⟨2,2⟩}。 

复合关系 R∘S 寻找所有满足 ⟨x,y⟩∈S 且 ⟨y,z⟩∈R 的有序对 ⟨x,z⟩： 

R∘S={⟨1,3⟩, ⟨2,2⟩, ⟨2,3⟩} 

复合关系 S∘R 寻找所有满足 ⟨x,y⟩∈R 且 ⟨y,z⟩∈S 的有序对 ⟨ x,z ⟩： 

S∘R={⟨1,2⟩, ⟨1,4⟩, ⟨3,2⟩, ⟨3,3⟩}。 

逆运算和复合运算之所以是关系的特有运算，是因为它们利用了二元关系作为序偶集合的

特殊结构，刻画了关系的方向性与传递性，这是普通集合运算无法做到的。 

例 5.8：关系图法求解关系复合 

关系图通常是指一个关系的静态表示，也可以用关系图作为工具，体现求解关系复合这个

动态过程。 

设：R={<1,2>, <2,3>, <1,4>, <2,2>}，S={<1,1>, <1,3>, <2,3>, <3,2>, <3,3>}  

 

R∘S ={<1,3>, <2,2>, <2,3>} 

S∘R ={<1,2>, <1,4>, <3,2>, <3,3>} 

定理 5.2：关系复合运算核心性质  

设 F,G,H 为任意二元关系，则有： 

复合运算的结合律 ： (F∘G)∘H=F∘(G∘H)      

复合关系的逆（反序律）：(F∘G)-1= G-1∘F-1 

证明：复合运算的结合律 

对任意有序对<x,y>,  <x, y>(F∘G)∘H 

         t (<x, t>∈F∘G∧<t, y>∈H) 

         t (s (<x, s>∈F∧<s, t>∈G)∧<t, y>∈H) 

                 t s (<x, s>∈F∧<s, t>∈G∧<t, y>∈H) 

                 s (<x, s>∈F∧t (<s, t>∈G∧<t, y>∈H)) 

                 s (<x, s>∈F∧<s, y>∈G∘H) 

                 <x, y>∈F∘(G∘H)  

       由集合相等公理可得：(F∘G)∘H = F∘(G∘H) 

定理 5.3：恒等关系的复合性质 
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设 R 是集合 A 上的一个关系，IA 是集合 A 上的恒等关系，则 R∘IA = IA∘R = R。 

证明： 

对任意有序对<x,y>,  <x, y>∈R∘IA 

         <x, y>∈R∘IA  t (<x, t>∈R∧<t, y>∈IA)  

                        t (<x, t>∈R∧t=y∧y∈A)    

                        <x, y>∈R 

   由集合相等公理可得： R∘IA=R.  

   同理可证： IA∘R=R. 

5.2.2 关系幂运算 

关系幂是同一个关系与自身反复复合所得到的二元关系，用于描述指定长度的路径、刻画

元素间的可达性，是定义传递闭包与构建关系代数体系的基础。关系幂运算是定义、计算与操

作关系幂的一整套运算规则。 

定义 5.14：关系的幂运算 

设 R 是集合 A 上的一个关系，n 是一个自然数。R 的 n 次幂定义如下： 

(1) R0 = {<x,x> | x∈A } = IA 

(2) Rn+1 = Rn∘R 

1）关系幂运算的两条基本性质 

集合 A 上的任意关系 R1 和 R2，我们有 R1
0 = R2

0 = IA，也就是说任何关系的 0 次幂都等于

恒等关系。 

集合 A 上的任意关系 R，我们有 R1 = R，也就是说任何关系的 1 次幂都等于自身。 

关系的 0 次幂表示长度为 0 的路径（自身可达），IA作为复合运算的单位元，表示自身可

达。1 次幂表示长度为 1 的路径，保证幂运算与常规指数形式统一样具备代数结构，便于运算

与推理。 

2）用布尔关系矩阵计算关系幂 

关系幂运算有三种方法，分别是按关系复合定义计算、用布尔关系矩阵乘法计算以及关系

图路径法（图解法）求解。 

设 R 是有限集合 A 上的二元关系，MR 是 R 的关系矩阵。 

①写出关系 R 的布尔矩阵 MR 

若 ⟨i,j⟩∈R，则 MR ( i,j)=1，否则 MR ( i,j)=0 

②明确布尔运算规则 

布尔乘：1∧1=1，其余为 0 

布尔加：0∨0=0，其余为 1 

③用布尔矩阵复合计算幂 

关系幂对应布尔矩阵的幂： 

𝑀𝑅2 = 𝑀𝑅 ∘ 𝑀𝑅  

𝑀𝑅3 = 𝑀𝑅2 ∘ 𝑀𝑅  

⋮ 

𝑀𝑅𝑛 =
𝑀𝑅 ∘ 𝑀𝑅 ∘ ⋯∘ 𝑀𝑅⏟          

𝑛
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矩阵复合的具体计算：第 i 行与第 j 列对应元素先 “布尔乘”，再 “布尔加”。 

④由矩阵𝑀𝑅𝑛还原出关系 Rn 

若𝑀𝑅𝑛(𝑖, 𝑗) = 1，则 ⟨i,j⟩∈Rn, 否则不属于 Rn。 

例 5.9：设 A = {a, b, c, d}, R = {<a,b>,<b,a>,<b,c>,<c,d>},求关系 R 的各次幂，并用关系矩

阵和关系图表示。 

解： 

①关系 R 的布尔矩阵 

②求 R2=R∘R 的布尔矩阵𝑀𝑅2=𝑀𝑅⊙𝑀𝑅 

 

 

 

 

对应关系 R2={⟨a,a⟩,⟨a,c⟩,⟨b,b⟩,⟨b,d⟩} 

③求 𝑀𝑅3 = 𝑀𝑅2⊙𝑀𝑅 、𝑀𝑅4 = 𝑀𝑅3⊙𝑀𝑅的布尔矩阵 

𝑀𝑅3 = [

0 1 0 1
1 0 1 0
0 0 0 0
0 0 0 0

] ,  𝑀𝑅4 = [

1 0 1 0
0 1 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0

]=𝑀𝑅2 

对应关系 R3={⟨a,b⟩,⟨a,d⟩,⟨b,a⟩,⟨b,c⟩}、R4= R2={⟨a,a⟩,⟨a,c⟩,⟨b,b⟩,⟨b,d⟩} 

可见从这里开始循环：R4= R2, R5= R3, R6= R2,… 

④求 R0 = IA的布尔矩阵𝑀𝑅0 

𝑀𝑅0 = [

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

] 

⑤关系图 

 

 

在关系图中，R 是长度为 1 的路径，R2是长度为 2 的路径，R3是长度为 3 的路径，R0 描

述长度为 0、只包含自己到自己的路径。R 的更高次幂在 R2、R3 之间循环。关系图中路径长度

对应关系复合次数，长度为 n 对应关系的 n 次幂 Rn。它们刻画元素之间一步或多步关联，体

现关系的迭代与传递特征。 

𝑀𝑅 = [

0 1 0 0
1 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0

] 

 

 

𝑀𝑅2 = [

0 1 0 0
1 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0

]  [

0 1 0 0
1 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0

] = [

1 0 1 0
0 1 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0

] 
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在用关系图路径法（图解法）求解关系幂 Rn时，观察 R 关系图中任意两点 x 和 y，若从 x 

到 y 存在长度恰好为 n 的路径，则⟨x,y⟩∈Rn。 

3）关系幂的基本性质 

n 个元素的有限集 A 的笛卡尔积 共有 n2个有序对，其子集个数、也就是关系总数的上限

为2𝑛
2
个。这使得有限集合上的关系幂不可能无限增多，必然出现重复、循环与稳定。这些性

质为可达性判断与传递闭包的构造提供了可靠的理论基础。 

定理 5.4 ：关系幂的周期性定理（循环性定理、稳定性定理）   

设 A 为 n 元集, R 是 A 上的关系, 则存在自然数 s 和 t, 使得 Rs = Rt。 

证： 

（1）集合 A 上的关系 R 是 A×A 的子集，A×A 共有 n2 个有序对。 

（2）因此 A 上最多只有2𝑛
2
个不同的二元关系。 

（3）关系幂序列 R0, R1, R2,… 有无穷多项，但只能在这有限个不同的关系中取值（关系幂

的有限状态约束），由鸽巢原理，必存在 s≠t 使得 Rs = Rt。 

4）幂运算的合成 

关系 R 和 S 的合成 R∘S 是定义在两个关系的基本运算，本质是将两个关系的有序对前后连

接，刻画元素的传递联系。关系幂运算是同一关系与自身连续进行多次合成，幂运算合成与关

系幂运算本质一致。关系合成是基础，幂运算合成是关系合成的自迭代特例，关系幂运算是幂

运算在关系领域的具体体现，且等价于幂运算合成。 

定理 5.5 ：  关系复合的指数运算性质 

 设 R 是 A 上的关系, m, n∈N, 则  

(1) Rm∘Rn = Rm+n 

 (2)  (Rm)n = Rmn   

证： 用归纳法   

        (1) 对于任意给定的 m∈ℕ,  施归纳于 n。 

        若 n=0, 则有 Rm∘R0 = Rm∘IA= Rm = Rm+0  

            假设 Rm∘Rn = Rm+n, 则有 Rm∘Rn+1 = Rm∘(Rn∘R) = (Rm∘Rn)∘R = Rm+n+1 ,  

            所以对一切 m, n∈ℕ 有 Rm∘Rn = Rm+n。 

(2) 对于任意给定的 m∈ℕ, 施归纳于 n。 

  若 n = 0, 则有  (Rm)0 = IA = R0 = Rm×0  

      假设 (Rm)n = Rmn,  则有  (Rm)n+1 = (Rm)n∘Rm = (Rmn)∘Rm = Rmn+m = Rm(n+1)  

    所以对一切 m, n∈ℕ  (Rm)n = Rmn。 

定理 5.6：关系幂的最终周期性定理 

设 A 为有限集合， R 是 A 上的关系。若则存在非负整数 s,t 满足 s<t，使得 Rs=Rt，那么

有： 

（1）对任意整数 k≥0，有 Rˢ⁺ᵏ = Rᵗ⁺ᵏ（平移不变性）。 

（2）对任意整数 k≥0, i≥0，有 Rˢ⁺ᵏᵖ⁺ⁱ = Rˢ⁺ⁱ，其中 p = t – s 称为周期。 

（3）设 S = {R⁰, R¹, …, Rᵗ⁻¹}，则对任意非负整数 q, 有 Rq∈S（幂序列的有限性） 

证： 

（1）Rs+k = Rs∘Rk = Rt∘Rk = Rt+k   （代入已知 Rs=Rt） 
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（2）对 k 进行归纳。若 k=0，则有 Rs+0p+i = Rs+i 

假设 Rs+kp+i = Rs+i，其中 p = t−s，则 

Rs+(k+1)p+i = Rs+kp+i+p = Rs+kp+i∘Rp 

                       = Rs+i∘Rp （利用假设 Rs+kp+i = Rs+i） 

                       = Rs+p+i = Rs+t−s+i （代入 p=t−s） 

                       = Rt+i = Rs+i （代入 t= p+s，p 为周期） 

根据数学归纳法原理，该命题得证。 

（3）对任意非负整数 q，由带余除法，存在非负整数 k 与整数 i 使得： 

q=s+kp+i，其中 0≤i≤p−1。 

由周期性 Rs + kp+i = Rs+i ，得 Rq = Rs+i 

又 p=t−s，故 0≤i<p⟹s≤s+i<s+p−1=t−1。 

因此 Rs+i∈{R⁰, R¹, …, Rᵗ⁻¹}= S，即 Rq∈S 成立。 

5.3 关系的性质 

关系拥有的属性（关系的性质）是用来描述二元关系结构特征的标准体系，不是所有关系

天生就必须全部具备，特定的关系可能满足其中几个性质。自反性、反自反性、对称性、反对

称性、传递性是 5 个重要的性质。 

5.3.1 关系性质的定义 

1）关系的自反性与反自反性 

自反性的引入有助于描述那些元素与其自身保持某种特定关系的场景，反自反性用于描述

那些元素不可能与自身保持特定关系的场景。 

定义 5.15：自反与反自反性 

设 R 为集合 A 上的关系： 

（1）若x(x∈A→<x,x>R), 则称 R 在 A 上是自反的。 

（2）若x(x∈A→<x,x>R), 则称 R 在 A 上是反自反的。 

集合 A 上的典型自反关系： 

①恒等关系：IA={(x,x)∣x∈A}  （对任意集合，每个元素只和自己有关系） 

②全域关系：EA=A×A （对任意集合，任意两元素都有关系，自然包含 (x,x)） 

③小于等于：LA={(x,y)∣x≤y} （对任意数集，x≤x 恒成立） 

④大于等于：GA={(x,y)∣x≥y} （对任意数集，x≥x 恒成立） 

⑤整除关系：DA={(x,y)∣x∣y} （对正整数集 ℕ⁺，x|x 恒成立） 

⑥包含关系：S={(X,Y)∣X⊆Y}（对任意集族，X⊆X 恒成立） 

集合 A 上的典型反自反关系： 

①小于关系 R={(x,y)∣x<y}（对任意数集，x<x 不成立） 

②大于关系 R={(x,y)∣x>y}（对任意数集，x>x 不成立） 

③不等关系 R={(x,y)∣x≠y}（对任意集合，x≠y 不成立） 

④真子集关系 R={(X,Y)∣X⊂Y}（对任意集族，X⊂X 不成立） 
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例 5.10：设 A = {a, b, c}, R1, R2, R3是集合 A 上的关系，其中    R1 = {<a,a>,<b,b>} , R2 = 

{<a,a>,<b,b>,<c,c>,<a,b>}, R3 = {<a,c>}。判断 R1, R2, R3是否为自反关系或反自反关系。 

解： 

R1：因⟨c,c⟩∉ R1，R1 不是自反的。 

因<a,a>,<b,b>∈R1，故 R1 不是反自反的。 

R2：<a,a>,<b,b>,<c,c>∈R2，满足对所有 x∈A 都有 ⟨x,x⟩∈R2，故 R2是自反的。 

因<a,a>,<b,b>,<c,c>∈R2，存在 ⟨x,x⟩∈R2，故 R2 不是反自反的。 

R3：<a,a>,<b,b>,<c,c>∉R3，故 R3不是自反的。 

对所有 x∈A，均有 ⟨x,x⟩∉ R3，满足反自反定义，故 R3 是反自反的。 

结论： 

R1：既不是自反的，也不是反自反的 

R2：自反的 

R3：反自反的 

2）关系的对称性与反对称性 

对称性与反对称性是从关系的方向特征这一视角，刻画集合中不同元素之间的关联结构。

对称性反映关系是否双向平等、无向可逆，只要 x 与 y 有关系，y 与 x 就一定有关系。反对称

性反映关系是否单向有序、不可互逆，保证不同元素之间不会同时存在双向关联，从而体现出

先后、大小、包含等可比较的层次特征。 

定义 5.16：关系的对称性与反对称性 

设 R 为 A 上的关系,  

(1)  若xy(x,y∈A∧<x,y>∈R→<y,x>∈R),  则称 R 为 A 上对称的关系。 

(2)  若xy(x,y∈A∧<x,y>∈R∧<y,x>∈R→x=y),  则称 R 为 A 上的反对称关系。 

集合 A 上的典型对称关系： 

① 恒等关系：IA={(x,x)∣x∈A}  （对任意集合，若⟨x,y⟩∈IA，必有⟨y,x⟩∈IA） 

②全域关系：EA=A×A （对任意集合，若⟨x,y⟩∈EA ，必有⟨y,x⟩∈EA） 

③相等关系：R={(x,y)∣x=y}（对任意集合，x=y⇔y=x，满足对称） 

④不等关系：R={(x,y)∣x≠y}（对任意集合，x≠y ⇔y≠x，满足对称） 

⑤同余关系：R={(x,y)∣x≡y(mod n)}（A 为数集，x≡y⇒y≡x，满足对称） 

集合 A 上的典型反对称关系： 

①恒等关系：IA={(x,x)∣x∈A}（对任意集合 A，不同元素无双向关系，满足反对称） 

②小于等于：LA={(x,y)∣x≤y}（A 为数集，x≤y∧y≤x⇒x=y） 

③大于等于：GA={(x,y)∣x≥y}（A 为数集，x≥y∧y≥x⇒x=y） 

④整除关系：DA={(x,y)∣x∣y}（A 为正整数集 ℕ+，x∣y∧y∣x⇒x=y） 

⑤包含关系：S={(X,Y)∣X⊆Y}（A 为任意集族，X⊆Y∧Y⊆X⇒X=Y） 

例 5.11：设 A={a,b,c}，R1, R2, R3 , R4是集合 A 上的关系，其中 R1={<a,a>,<b,b>}，R2

={<a,a>,<a,b>,<b,a>}，R3={<a,b>,<a,c>}，R4={<a,b>,<b,a>,<a,c>}。判断 R1, R2, R3 , R4是否为

对称关系或反对称关系。 

解： 

对称性判断： 
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R1满足若 ⟨x,y⟩∈R1，则有 ⟨y,x⟩∈R1，故 R1是对称的。 

R2满足若 ⟨x,y⟩∈R2，则有 ⟨y,x⟩∈R2，故 R2 是对称的。 

R3有⟨a,b⟩∈R3 ，但 ⟨b,a⟩∉ R3，故 R3不是对称的。 

R4有⟨a,c⟩∈R4 ，但 ⟨c,a⟩∉ R4，故 R4 不是对称的。 

反对称性判断： 

R1满足若  ⟨x,y⟩∈R1 且⟨y,x⟩∈R1，则 x=y，故 R1是反对称的。 

R2有⟨a,b⟩∈R2，⟨b,a⟩∈R2 且 a≠b，故 R2不是反对称的。 

R3中不存在 ⟨x,y⟩∈R3 且 ⟨y,x⟩∈R3，且 x≠y，故 R3 是反对称的。 

R4有⟨a,b⟩∈R4，⟨b,a⟩∈R4 且 a≠b，故 R4不是反对称的。 

结论： 

R1：既是对称的，也是反对称的 

R2：对称的，不是反对称的 

R3：不是对称的，是反对称的 

R4：既不是对称的，也不是反对称的 

3）关系的传递性 

传递关系是从路径延伸的视角，刻画元素间多级关联能否闭合。如果从 x 到 y、y 到 z 都

存在直接关系，那么 x 到 z 也必须存在直接关系，让两步路径形成完整闭环，体现关系可传

递、可推导、无断点的特征。 

定义 5.17：集合 A 上的传递关系 

设 R 是集合 A 上的一个关系。如果对于任意的 x,y,z∈A，都有 

     xyz(x,y,z∈A∧<x,y>∈R∧<y,z>∈R→<x,z>∈R),则称 R 是集合 A 上的传递关系。 

集合 A 上的典型传递关系： 

① 恒等关系：IA={(x,x)∣x∈A}（对任意集合，若 ⟨x,y⟩∈IA 且 ⟨y,z⟩∈IA，则必有 ⟨x,z⟩∈IA） 

②全域关系：EA=A×A（对任意集合，任意 ⟨ x,y ⟩,⟨ y,z ⟩∈EA，都有 ⟨ x,z ⟩∈EA） 

③小于等于关系：LA={(x,y)∣x≤y}（A 为数集，若 x≤y 且 y≤z，则必有 x≤z） 

④大于等于关系：GA={(x,y)∣x≥y}（A 为数集，若 x≥y 且 y≥z，则必有 x≥z） 

⑤整除关系：DA={(x,y)∣x∣y}（A 为正整数集 ℕ+，若 x∣y 且 y∣z，则必有 x∣z） 

⑥包含关系：S={(X,Y)∣X⊆Y}（A 为任意集族，若 X⊆Y 且 Y⊆Z，则必有 X⊆Z） 

例 5.12：设 A＝{a, b, c}, R1, R2, R3是 A 上的关系，其中 R1＝{<a,a>,<b,b>}; R2＝

{<a,b>,<b,c>};  R3＝{<a,c>}。判断 R1, R2, R3是否为 A 上的传递关系。 

解： 

R1：R1中不存在使得 ⟨x,y⟩∈R1 且 ⟨y,z⟩∈R1但 ⟨x,z⟩∉ R1 的情况，满足传递定义，故 R1是传

递的。 

R2：⟨a,b⟩∈R2，⟨b,c⟩∈R2，但 ⟨a,c⟩∉ R2，故 R2不是传递的。 

R3：R3中不存在使得 ⟨x,y⟩∈R3 且 ⟨y,z⟩∈R3但 ⟨x,z⟩∉ R3 的情况，满足传递定义，故 R1是传

递的。 

结论：R1是传递的，R2不是传递的，R3是传递的。 
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5.3.2 关系性质的判断方法 

关系性质判断方法主要有定义法、集合等价判定法、关系图法和布尔矩阵判定法。定义法

按定义逐条验证，集合等价判定法用集合包含、交、逆、复合判定，关系图法从有向图直观观

察。布尔矩阵判定法根据关系布尔矩阵中元素的分布规律判断关系性质。 

1）集合等价判定法 

设  R 为 A 上的关系, 则 

(1) R 在 A 上自反⟺IA R 

(2) R 在 A 上反自反⟺ R∩IA=∅ 

(3) R 在 A 上对称⟺ R=R−1 

(4) R 在 A 上反对称⟺ R∩R−1IA   

(5)  R 在 A 上传递⟺ R∘RR 

该定理从集合运算与集合包含的视角，将关系的自反、反自反、对称、反对称、传递这五

种性质统一转化为严格的集合等价条件，目的是用数学化、形式化、可直接验证的方式判定关

系性质，使判断更规范、更严谨、更便于推理与证明。 

证明：设 A 为集合，R 是 A 上关系，IA 为恒等关系。 

(1) R 自反 ⟺ IA⊆R 

(⇐)：任意 x∈A⇒⟨x,x⟩∈IA ⇒⟨x,x⟩∈R，故 R 自反。 

(⇒)：R 自反 ⇒∀x∈A,⟨x,x⟩∈R⇒ IA ⊆R。 

(2) R 反自反 ⟺R∩IA =∅ 

(⇐)：R∩IA =∅⇒ 无 ⟨x,x⟩∈R，故 R 反自反。 

(⇒)：R 反自反 ⇒ 无 ⟨x,x⟩∈R⇒R∩IA =∅。 

(3) R 对称 ⟺R=R−1 

(⇐)：R=R−1，若 ⟨x,y⟩∈R，则 ⟨y,x⟩∈R，R 对称。 

(⇒)：R 对称 ⇒⟨x,y⟩∈R⟺⟨y,x⟩∈R⇒R= R−1。 

(4) R 反对称 ⟺R∩R−1⊆ IA  

(⇐)：若 ⟨x,y⟩∈R 且 ⟨y,x⟩∈R，则 ⟨x,y⟩∈IA ⇒x=y。 

(⇒)：R 反对称，则双向成立仅当 x=y，故交包含于 IA 。 

(5) R 传递 ⟺R∘R⊆R 

(⇐)：⟨x,y⟩∈R,⟨y,z⟩∈R⇒⟨x,z⟩∈R∘R⊆R，传递。 

(⇒)：R 传递 ⇒⟨x,z⟩∈R∘R⇒⟨x,z⟩∈R⇒R∘R⊆R。 

上述证明采用定义证明法与集合推演相结合的方法，以关系性质的原始逻辑定义为依据，

任取集合中的元素与有序对，通过集合包含、交、逆、关系复合的定义进行推理，分别从两个

方向完成充要条件（⇒ 与 ⇐） 的双向验证，从而将性质的逻辑定义严格转化为对应的集合等价

条件，完成等价性证明。 

2）关系图示法 

关系图示法通过检查有向图的自环、双向边、单方向边、路径结构，快速直观地判断关系

是否满足自反、反自反、对称、反对称与传递性。 

关系图示法判断关系性质的主要步骤： 
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①画出关系的有向图：顶点表示集合元素，有向边表示关系中的有序对。 

②看自环：判断自反性（每个顶点都有自环）或反自反性（每个顶点都无自环）。 

③看边的方向：不同两点间有边必双向，则对称；无双向边，则反对称。 

④看路径：若存在 x→y、y→z 的路径，必有 x→z 的直接边，则关系具有传递性。 

综合结论：根据上述观察，给出关系满足各性质的最终判断。 

例 5.13：确定图中关系的性质并解释推理过程。 

 

(a) 图分析：不自反，不反自反，对称, 不反对称，不传递。 

自反性：顶点 1 有自环，但顶点 2、3 没有自环，不满足 “所有顶点都有自环”，因此不

自反。 

反自反性：顶点 1 有自环，因此不反自反。 

对称性：顶点 1 与 2、1 与 3 之间都存在双向边，顶点 2、3 之间无边，因此对称。 

反对称性：存在 1↔2、1↔3 这样的双向边，且 1≠2,1≠3，因此不反对称。 

传递性：存在 2→1 和 1→3，但没有 2→3；存在 3→1 和 1→2，但没有 3→2，因此不传

递。 

(b) 图分析：不自反，反自反，不是对称的，反对称，是传递的。 

自反性：所有顶点都没有自环，因此不自反。 

反自反性：所有顶点都没有自环，因此反自反。 

对称性：存在 2→1，但不存在 1→2；存在 3→1，但不存在 1→3，因此不对称。 

反对称性：任意两个不同顶点之间都只有单向边，不存在双向往返边，因此反对称。 

传递性：图(b)只有 2→1 和 3→1 两条边，不存在任何形如 x→y,y→z 的路径，也就是说，

传递性定义中的前提条件 “若 ⟨x,y⟩∈R 且 ⟨y,z⟩∈R” 永远为假，根据蕴含式定义，传递性结论都

为真（空真）。 

(c) 图分析：自反，不反自反，不是对称，反对称，不传递。 

自反性：顶点 1、2、3 都有自环，因此自反。 

反自反性：顶点 1、2、3 都有自环，因此不反自反。 

对称性：存在 2→1 但不存在 1→2；存在 1→3 但不存在 3→1；存在 3→2 但不存在 2→

3，因此不对称。 

反对称性：任意两个不同顶点之间都只有单向边，不存在双向往返边，因此反对称。 

传递性：存在 2→1 和 1→3，无 2→3；存在 1→3 和 3→2，无 1→2；存在 3→2 和 2→1，

无 3→1，因此不传递。 
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3）布尔矩阵判定法 

关系的布尔矩阵判定法，是通过关系的布尔矩阵中元素的分布规律，直接判断关系是否具

有自反、反自反、对称、反对称、传递这五种性质，直观、规范、便于计算。 

自反性：主对角线上元素全为 1。 

反自反性：主对角线上元素全为 0。 

对称性：矩阵关于主对角线对称，即转置矩阵与原矩阵相等。 

反对称性：对任意不同行、列，若某位置为 1，则对称位置必为 0。 

传递性：布尔平方矩阵中所有为 1 的位置，在原矩阵中也为 1。 

5.3.2 关系闭包 

现实中的关系 R 大多 不完美，其性质往往不自反、不对称、不传递。有时我们需要以最

小代价做最小修补，把关系变成我们想要的良好性质，以便进一步推理、分类和计算。闭包就

是只加最少的有序对，让关系具备自反（或对称、或传递）性质，同时不破坏原有结构。自反

闭包 r(R)就是给关系补上自己到自己，用于等价、偏序预处理；对称闭包 s(R)把单向边变双

向，用于无向图、互相关联；传递闭包 t(R)补上所有间接可达，用于可达性、路径、连通性。 

1）关系闭包公理化定义 

定义 5.18：关系闭包定义 

  设 R 是非空集合 A 上的关系, R 的自反 (对称或传递) 闭包是 A 上的关系 R  , 使得 R 满足

以下条件： 

  (1) R 是自反的（对称的或传递的） 

  (2) RR 

  (3) 对 A 上任何包含 R 的自反（对称或传递）关系 R有 R  R。 

一般将 R 的自反闭包记作 r(R), 对称闭包记作 s(R), 传递闭包记作 t(R)。 

该公理对关系 R 提了 3 点改造要求，一是修好 R，使其变成具备自反 (对称或传递)这种 

“好性质” 的关系 R'。二是要求不丢原来 R 里的所有关系，全都要保留在 R里。三是在所有

能满足前两条的关系 R里，R是最小、最简单的那个，也就是在 R 中增加的有序对最少、没

有增加任何多余内容。按照上述 3 点要求改造 R，就可以得到具备自反 (对称或传递)关系的

r(R), s(R)和 t(R)闭包。 

2）关系闭包构造方法 

设 R 为非空集合 A 上的二元关系，IA 为 A 上的恒等关系，R−1 为 R 的逆关系。 

（1）自反闭包 r(R) 的构造：在 R 中添加所有形如 (a,a) 的有序对，使关系成为自反，且

保持最小扩充，可表示为 R′=R∪{(a,a)∣a∈A}。 

（2）对称闭包 s(R) 的构造：对 R 中每一个 (a,b)，添加逆序对 (b,a)，使关系成为对称，且

保持最小扩充，可表示为 R′=R∪{(b,a)∣(a,b)∈R}。 

（3）传递闭包 t(R) 的构造：在 R 中添加所有由间接可达导出的直接有序对，即对于集合

A 中的每一对元素 a、c，如果存在一个或多个元素 b1、b2、⋯、bn，使得(a,b1)、(b1,b2)、…、

(bₙ,c)都属于 R，就将 (a,c) 加入 R′，使关系成为传递，且保持最小扩充。 
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通俗的理解是，r(R)是在关系 R 中，对每个元素都加上自环(x,x)后得到的自反关系；s(R)

是在关系 R 中，对每个有序对(x,y)都加上反向有序对(y,x)后得到的对称关系；t(R)是在关系 R

中，把所有能间接连通的有序对(x,z)都补充进去后得到的传递关系。 

3）关系的闭包定理 

关系闭包公理规定了关系闭包性质，关系闭包构造方法根据定义解释了如何通过增加必要

的有序对构造三种闭包，关系的闭包定理是对关系闭包构造的规范化与统一化，用严格的关系

运算给出了三种闭包的统一构造形式。 

定理 5.7：关系的闭包定理 

设 R 是集合 A 上的一个关系，则有： 

（1）r(R) = R∪R⁰  

（2）s(R) = R∪R⁻¹ 

（3）t(R) = R∪R²∪R³∪… 

证明：设 R 为集合 A 上的关系，R0=IA 为恒等关系，R−1 为逆关系。 

（1）r(R) = R∪R⁰的证明：只需证明 R∪R⁰满足闭包定义即可。 

R∪R⁰是自反关系：由于 R∪R⁰包含 R，且由 IA⊆ R∪R⁰，可得出 R∪R⁰在 A 上是自反的。 

R∪R⁰是包含 R 的最小自反关系：需要证明不存在比 R∪R⁰更小的、包含 R 的自反关系。 

假设 R' 是一个包含 R 且比 R∪R⁰更小的自反关系，IA⊆R'，R⊆R'，因此有 R∪R⁰= IA∪

R⊆R'，这与 R' 比 R∪R⁰更小的假设相矛盾。 

因此 R∪R⁰满足闭包定义。r(R) = R∪R⁰ 成立。 

(2) 证明 s(R) = R∪R⁻¹ 

s(R) = R∪R⁻¹对称：若 (a,b)∈s(R) = R∪R⁻¹，则(a,b)∈R 或(a,b)∈R⁻¹。 

若 (a,b)∈R，则 (b,a)∈R⁻¹⊆R∪R⁻¹。 

若(a,b)∈R⁻¹，则 (b,a)∈R⊆ R∪R⁻¹。故对称。 

R⊆ R∪R⁻¹：显然成立。 

最小性：任何包含 R 且对称的关系必包含 R⁻¹，从而包含 R∪R⁻¹。 

因此 s(R) = R∪R⁻¹ 

(3) 证明 t(R) = R∪R²∪R³∪… 

记𝑅∗ = ∑ 𝑅𝑘∞
𝑘=1 =  𝑅 ∪ 𝑅² ∪ 𝑅³ ∪ … 

对任意的序对(a,b)和(b,c)，(a,b)∈R∗且(b,c)∈R∗，则存在正整数 m,n 使得(a,b)∈Rm, (b,c)∈

Rm，于是(a,c)∈Rm∘Rm = Rm+n ⊆R∗，故 R∗传递。 

因此，由 R∗ 的传递性及 t(R)是包含 R 的最小传递关系，我们有 t(R) ⊆ R∗成立。 

接下来用归纳法证明 Rⁿ⊆ t(R)： 

当 n=1 时，R1=R ⊆ t(R)， 该命题显然成立。 

假设当 n=k 时命题成立（即 Rk⊆ t(R)）。对于任意的 (a,b)，我们有 

(a,b)∈Rᵏ⁺¹⇒(a,b)∈Rk∘R⇒∃c (<a,c>∈Rᵏ且 < c,b>∈R） 

⇒∃c(<a,c>∈t(R) 且 <c,b>∈t(R)）⇒<a,b>∈t(R)（t(R)具有传递性） 

故 Rᵏ⁺¹⊆ t(R)，由归纳法，对任意正整数 n，Rⁿ⊆ t(R)，因此 R∗⊆t(R)。 

综上，t(R)=R∗，即 t(R) = R∪R²∪R³∪…成立。 

证毕。 
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4）传递闭包的有限化计算与闭包的不动点性质 

由关系幂的最终周期性定理可知，有限集合上的任何关系 R，其幂序列 必具有最终周期

性，即从某一项开始，关系幂会重复或保持不变，不会无限产生新的有序对。有 n 个元素的限

集 A ，其关系幂在幂次达到 n 之后，不会再产生新的可达有序对，更高次幂的结果都包含在 R

∪R2∪⋯∪Rn之中。因此，传递闭包原本的无限并运算 t(R)=R∪R2∪R3∪⋯可以借助关系幂的最

终周期性简化为有限并运算：t(R)=R∪R2∪R3∪⋯∪Rn。 

若关系 R 本身已经具有自反性 / 对称性 / 传递性，则对其求对应闭包时，闭包结果就是 R 

自身，即： 

若 R 自反，则 r(R)=R 

若 R 对称，则 s(R)=R 

若 R 传递，则 t(R)=R 

这一性质称为闭包的不动点性质。它严格体现闭包 “最小修补、不冗余扩充” 的本质 

，并简化闭包计算与性质判定。 

5）关系闭包的矩阵表示与计算方法 

闭包的矩阵表示，可将关系闭包的集合运算转化为对应的矩阵加法、复合、转置等具体运

算，实现闭包的手工计算和程序实现。 

设关系 R,  r(R),  s(R),  t(R)的关系矩阵分别为 M, Mr, Ms 和 Mt , 则有：  

            Mr =M+E     

Ms =M+M T  

    Mt =M+M 2+M 3+… 

其中 E 是和 M 同阶的单位矩阵, M T是 M 的转置矩阵。 

注：上述等式的矩阵的元素相加时使用逻辑加。 

6）关系图表示关系闭包 

关系闭包的集合表示是其定义与理论基础，矩阵表示提供了计算方法，关系图表示实现直

观理解，三中表示方式等价、相互对应，共同构成关系闭包的完整表示体系。 

关系图将关系闭包抽象的关系变成看得见的点和边，只需在原图上补环、补反向边、补可

达边，就能直接画出闭包。自反、对称、传递性质在图中直接展现，并能清晰地展示闭包的含

义与构造过程。 

闭包在关系图上的构造步骤： 

设关系 R,  r(R),  s(R),  t(R)的关系图分别记为 G, Gr, Gs, Gt , 则 Gr, Gs, Gt 的顶点集与 G 的

顶点集相等。除了 G 的边以外, 以下述方法添加新的边： 

 考察 G 的每个顶点, 如果没有环就加上一个环，最终得到的是 Gr。  

考察 G 的每一条边, 如果有一条 xi 到 xj的单向边, i≠j, 则在 G 中加一条 xj到 xi的反方向

边，最终得到 Gs.  

考察 G 的每个顶点 xi, 找出从 xi 出发的每一条路径，如果从 xi到路径中的任何结点 xj没有

直接边，就加上这条边，当检查完所有的顶点后就得到图 Gt。 

例 5.14：设 A={a,b,c,d}, R={<a,b>,<a,c>,<b,c>,<c,d>,<d,c>},R 和 r(R), s(R), t(R)的关系图如

下所示： 
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7）传递闭包矩阵求解-Warshall 算法 

Warshall 算法的目标是用 O(n3) 时间，从关系矩阵高效算出传递闭包矩阵。 

Warshall 算法主要步骤： 

①设关系 R 的关系矩阵为 M 0，顶点个数为 n。 

②对 k=1,2,…,n，依次构造矩阵 M k： 

Mk [i,j]=1 表示存在从 xi 到 xj 的路径，中间只允许经过前 k 个顶点 x1,…,xk。 

构造规则：Mk [i,j]= Mk-1 [i,j]∨(Mk-1 [i,k]∧Mk-1 [k,j])，即：原来就可达，或者 

经过第 k 个点中转后可达。 

③当 k=n 时，得到的矩阵 Mn 就是传递闭包矩阵。 

Warshall 算法的 C 语言程序代码可通过本章扩展提示词从 AI 大模型获得。 

5.4 等价关系与偏序关系 

在只有元素、没结构的普通集合上加上关系或运算，就形成了有结构、能分类、能排序、

能计算的结构化集合。等价关系与偏序关系就是具有特殊性质的二元关系，是用来给集合分类

和排序核心工具。 

5.4.1 等价关系 

等价关系能把集合中的元素按照相同、相等 、同类等标准分成几堆（分类），每一堆叫

一个等价类。 

定义 5.19：设 R 为非空集合上的关系，如果 R 是自反的、对称的和传递的, 则称 R 为 A 上

的等价关系。若 R 是一个等价关系, 若<x,y>∈R, 称 x 等价于 y, 记做 x～y.  

例 5.15：设 A={1, 2, …, 8},  有 A 上的关系 R={<x,y>| x,y∈A∧x≡y (mod 3)}， 

其中 x≡y (mod 3) 叫做 x 与 y 模 3 相等, 即 x 除以 3 的余数与 y 除以 3 的余数相等，验证 R 是 A 

上的等价关系，并画出其等价关系图。  

证：只需验证 R 满足自反、对称、传递性质： 

①自反性：∀x∈A，有 x≡x(mod 3) ⟹⟨x,x⟩∈R。所以 R 自反。                                      

②对称性：若 ⟨x,y⟩∈R，则 x≡y(mod 3)，即 3|x−y)⟹3|y−x⟹y≡x(mod 3), 故 ⟨y,x⟩∈R，所以 

R 对称。 

③传递性：若⟨x,y⟩∈R, ⟨y,z⟩∈R，则 x≡y(mod 3),y≡z(mod 3)，于是 3|x−y, 3|y−z⟹3| 

(x−y)+(y−z)=x−z，即 x≡z(mod 3)，故 ⟨x,z⟩∈R，所以 R 传递。 

结论： R 满足自反、对称、传递，所以 R 是 A 上的等价关系。 



离散数学讲义 同济经管 2026 魏可佶 

20 

 

关系图与等价关系图 

所有二元关系 R 都能画出关系图，但等价关系满足自反、对称和传递性质，其的关系图

有三个特点：①每个点一定有自环（自反性）；②只要有 x→y，就一定有 y→x，可画无向边

（对称性）；③整个图分成若干互不连通的 “团”，团里任意两个不同点之间都互相连边（传递

性）。 

例 5.16：画出例 5.15 中 R 的关系图 

解： 

①根据 R 定义，按余数将 A 中元素分组： 

余 0：3, 6 

余 1：1, 4, 7 

余 2：2, 5, 8         

②同余组内任意两个元素都是 R 的有序对 

余 0 类：⟨3,3⟩, ⟨3,6⟩, ⟨6,3⟩, ⟨6,6⟩ 

余 1 类：⟨1,1⟩,⟨4,1⟩,⟨7,1⟩, ⟨1,4⟩, ⟨1,7⟩, ⟨4,4⟩, ⟨4,7⟩, ⟨7,4⟩, ⟨7,7⟩ 

余 2 类：⟨2,2⟩,⟨5,2⟩,⟨8,2⟩, ⟨2,5⟩, ⟨2,8⟩, ⟨5,5⟩, ⟨5,8⟩, ⟨8,5⟩, ⟨8,8⟩   

2

5 8

 

  

 

5.4.2 等价类与商集 

等价关系确立了集合划分的规则，定义了元素之间本质相同的标准。等价类是依据该规则

得到的分类结果，商集是以所有等价类为元素的新集合。该套机制可对复杂集合（系统）进行

简化、抽象元素共性、降维处理，并构建出新的数学结构-商集。 

定义 5.20：等价类 

设 R 是定义在非空集合 A 上的等价关系，对于任意 x∈A，定义[x]R = { y| y∈A ∧ xRy }。

将 [x]R称为 x 在 R 下的等价类，简称为 x 的等价类，记为[x]。 

[x]R是集合 A 中在关系 R 下与 x 等价的所有元素组成的集合，定义[x]R = { y| y∈A ∧ xRy }

与[x]R = { y∈A | (x,y)∈R }   两种写法完全等价。 

1）等价类的求解方法 

求等价类是依据集合上的等价关系，将集合中彼此等价的元素划归为同一子集的过程。常

用求解方法包括定义法、特征分类法、同余分类法、关系图法和关系矩阵法。定义法直接按等

价类定义找出所有与代表元等价的元素；特征分类法与同余分类法适用于具有相同属性或满足
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模运算关系的情形；关系图法和关系矩阵法则借助图的连通分支或矩阵中对应位置快速划分等

价类。各类方法均以等价关系的自反性、对称性、传递性为依据，最终得到的等价类两两互不

相交，且其并集等于原集合，构成集合的一个划分。 

2）求等价类的主要步骤（定义法） 

设 R 是集合 A 上的等价关系。 

①明确等价关系 x∼y：给出元素等价的充要条件，确定判定规则。例如，模 3 等价关系

x∼y⟺x≡y(mod 3)。 

②选取代表元：从 A 中依次选取尚未被分类的元素作为代表元 a。例如，在 A={1,2,…,8} 

中依次取 1,2,3 为代表元。 

③求解等价类：按等价关系找出所有与代表元等价的元素，构成等价类，即[a]={x∈A∣

a∼x}，例如，[1]={1,4,7}。 

④去重合并：同一等价类只保留一个，合并重复表示的等价类。可用任意元素作为代表

元。例如，[1]=[4]=[7]，只保留 [1] 即可。 

⑤列出全部等价类：写出所有互不相同的等价类。例如，[1],[2],[3]。 

⑥验证划分：检验等价类两两不交，并且所有等价类的并集等于集合 A。 

按照上述步骤求得的等价类构成了 A 的一个划分。 

例如，在例 5.15 中，集合 A={1, 2, … , 8} 上模 3 等价关系的等价类为： 

[1]=[4]=[7]={1,4,7} 

[2]=[5]=[8]={2,5,8} 

[3]=[6]={3,6} 

这三个分别具有余数 1、2 和 0 的等价类是不相交的，且它们的并集是 A。 

定理 5.8：等价类的划分定理 

设 R 是定义在非空集合 A 上的一个等价关系，则有以下结论成立： 

（1）对于任意 x∈A，[x] 是 A 的非空子集。 

（2）对于任意 x，y∈A，若 xRy，则 [x]=[y]。 

（3）对于任意 x，y∈A，若 x 与 y 不满足关系 R，则 [x] 与 [y] 不相交。 

（4）所有等价类的并集等于 A，即⋃ [𝑥]𝑥∈𝐴 = 𝐴。 

证: 

(1)对任意 x∈A，[x] 是 A 的非空子集 

由等价类的定义，[x]={z∈A∣xRz}，其元素均来自集合 A，因此 [x]⊆A。 

由于 R 是等价关系，满足自反性，即对任意 x∈A，有 xRx。根据等价类定义，x∈[x]，因

此 [x] 非空。 

(2)若 xRy，则 [x]=[y] 

要证明两个集合相等，需证明它们互相包含。 

任取 z∈[x]，由等价类定义知 xRz。已知 xRy，由等价关系的对称性得 yRx。再由传递性可

推出 yRz。因此 z∈[y]，故 [x]⊆[y]。 

任取 z∈[y]，由等价类定义知 yRz。已知 xRy，由传递性可推出 xRz。因此 z∈[x]，故 

[y]⊆[x]。综上，[x]=[y]。 

(3)若 x 与 y 不满足关系 R，则 [x]∩[y]=∅ 
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采用反证法。假设[x]∩[y]≠∅，则存在元素 z 使得 z∈[x] 且 z∈[y]。 

由 z∈[x] 得 xRz，由 z∈[y] 得 yRz。 

由对称性，从 yRz 得 zRy。由传递性可推出 xRy。这与已知条件 “x 与 y 不满足关系 R” 

矛盾。因此假设不成立，[x] 与 [y] 不相交。 

(4) ⋃ [𝑥]𝑥∈𝐴 = 𝐴 

要证明两个集合相等，需证明它们互相包含。 

对任意 x∈A，由 (1) 知 [x]⊆A。若干个 A 的子集的并集仍然是 A 的子集，因此⋃ [𝑥]𝑥∈𝐴 ⊆

𝐴。 

 任取 a∈A。由自反性，aRa，故 a∈[a]。而 [a] 是并集中的一个集合，因此 [𝑎] ∈

⋃ [𝑥]𝑥∈𝐴 。故𝐴 ⊆ ⋃ [𝑥]𝑥∈𝐴    。 

综上，⋃ [𝑥]𝑥∈𝐴 = 𝐴。 

结论：由 (1)(3)(4) 可知，等价关系 R 的所有等价类构成了集合 A 的一个划分。 

3）商集 A/R 

商集是用等价类作为元素的新集合，是对原集合的抽象与压缩。商集忽略元素间的非本质

差异，聚焦于它们在等价关系下的共同特征。在保持关键结构不变的前提下，用更简洁的对象

来研究原集合的性质，降低问题复杂度。 

定义 5.21：设 R 为非空集合 A 上的等价关系, 以 R 的所有等价类作为元素的集合称为 A 关

于 R 的商集, 记做 A/R,   A/R = { [x]R | x∈A }。 

例如：设 A={1, 2, …, 8} 

A 关于模 3 等价关系 R 的商集为：A/R = { {1, 4,7}, {2, 5, 8}, {3, 6} } 

A 关于恒等关系的商集为：A/IA = { {1},{2}, … ,{8}} 

A 关于全域关系的商集为：A/EA = { {1, 2, … ,8} } 

把集合 A 看作一堆彩色球，等价关系 R 是 “颜色相同” 的规则，那么商集 A/R 中的元素

就是按颜色分好的每一堆彩球，每一堆就是一个等价类。商集是利用等价关系对集合进行抽象

与分类得到的新数学结构，是代数学、数论、拓扑学等领域构造新结构的基础工具。 

5.4.3 集合的划分 

集合划分是将非空集合不重不漏地分解为若干非空子集的过程，这些子集两两不交且并集

为原集合，是对集合进行结构化分类的核心方式。求等价类的方法与集合划分的方法互为依

存、相辅相成。求等价类是从等价关系出发，按规则将集合元素归类，得到的每一个等价类就

是集合划分中的一个基本分块。反过来，对集合划分出的每一个分块又可看作是等价类，进而

唯一确定一个等价关系。前者是自下而上的元素归类，后者是自上而下的整体分块，二者以等

价类为桥梁，共同完成集合的分类与结构构造。 

集合划分的本质是将集合不重不漏地分成若干非空子集，常见的集合划分方法包括按等价

关系求等价类、按元素特征分组、按结构分块、直接指定分块等。无论采用哪种方法，最终得

到的、满足等价类的划分定理的分块集合，就是该集合的一个划分π。 

定义 5.22：集合的划分 

设 A 是一个非空集合，π是 A 的子集族（π⊆𝒫(A)），如果它满足以下条件： 

(1) ∅  
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(2) xy (x,y∈∧x≠y→x∩y=∅) 

(3) ∪ =A 

则称是 A 的一个划分, 称 中的元素为 A 的划分块。 

上述定义从集合族的结构、块的非空性、块间不交性、整体覆盖性四个方面，严格、形式

化地规定了什么是集合的划分，强调划分必须满足无空块、不重叠、全覆盖三个本质特征。 

例 5.17：设 A={a, b, c, d},判断下列子集族哪些是 A 的划分： 

π1={{a,b,c},{d}}, 

π2={{a,b},{c},{d}}, 

π3={{a},{a,b,c,d}}, 

π4={{a,b},{c}}, 

π5={∅,{a,b},{c,d}}, 

π6={{a,{a}},{b,c,d}}. 

解： 

π1  、π2：所有块非空、两两不交、并集等于 A，是 A 的划分。 

π3： {a} 与 {a,b,c,d} 相交，不是 A 的划分。 

π4：所有块的并集缺少元素 d，不是 A 的划分。 

π5：子集中含有空集 ∅，不是 A 的划分。 

π6：因中{a}∉A，{a,{a}} 不是 A 的子集族，不是 A 的划分。 

结论：π1  、π2是 A 的划分，π3、π4、π5、π6不是 A 的划分。 

等价关系与集合划分的对应关系： 

等价关系确定划分（商集），划分导出等价关系，二者一一对应、互逆确定。 

定理 5.9：等价关系与集合划分的一一对应定理 

设 A 为非空集合，则： 

（1）若 R 是 A 上的等价关系，则商集 A/R 是 A 的一个划分。 

（2）若π是 A 上的一个划分，根据π定义关系 R： 

R={⟨x,y⟩∣x,y∈A 且 x,y 属于π中的同一个划分块} 

则 R 是 A 上的等价关系，且由 R 确定的商集 A/R 恰好就是 π。 

因此，集合 A 上的所有等价关系与 A 的所有划分之间存在一一对应。 

π要成为 A 的一个划分，必须满足集合划分定义（定义 5.21）中的 3 条要求：即π中不含

空集、任意两个不同块互不相交、所有块的并等于 A。也就是说π是 A 的子集族，即π

⊆𝒫(A)。 

例 5.18：设 A={a, b, c }，求 A 上所有等价关系。 

解：由等价关系与划分一一对应定理，先求所有划分，再写对应关系。 

π1={{a,b,c}}，R1=A×A 

π2={{a},{b,c}}，R2={⟨a,a⟩,⟨b,b⟩,⟨b,c⟩,⟨c,b⟩,⟨c,c⟩} 

π3={{b},{a,c}}，R3={⟨b,b⟩,⟨a,a⟩,⟨a,c⟩,⟨c,a⟩,⟨c,c⟩} 

π4={{c},{a,b}}，R4={⟨c,c⟩,⟨a,a⟩,⟨a,b⟩,⟨b,a⟩,⟨b,b⟩} 

π5={{a},{b},{c}}，R5={⟨a,a⟩,⟨b,b⟩,⟨c,c⟩} 

共得到 5 个等价关系。 
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对于集合 A={a, b, c }，先将 A 按照要划分的块数 k（k=1,2,3）划分，然后累计每个块数 k

各自划分的具体数目，就得到了 A 的划分总数，也就是 A 等价关系的数量。 

上例中，将 A 分成 1 块 的分法有 π1 ；分成 2 块 的分法有 π2、π3、π4；分成 3 块 的分法有

π5。即 3 元集合 A 共有 5 种划分，每种划分对应唯一的等价关系。 

求 n 元集合的划分个数，可先按划分的块数 k（k=1,2,…,n）分类计数，再将各类结果求

和。其中将 n 个元素恰好分成 k 个非空不交子集的方法数由第二类斯特林数 S(n,k) 给出，而所

有划分方式的总数即为贝尔数 Bn，满足𝐵𝑛 ∑ 𝑆(𝑛, 𝑘)𝑛
𝑘=1 。具体计算方法可参照本章扩展阅读提

示词求助 AI 大模型。 

 

  

5.4.4 偏序关系 

等价关系与偏序关系是集合上两类核心的二元关系，二者均满足自反性和传递性，主要区

别是等价关系具有对称性、而偏序关系具有反对称性。主要用于对集合中的元素进行分类，刻

画元素间的等价与平等关系。而偏序关系具有反对称性，用于刻画元素间先后、大小、包含、

层次等次序结构，因此也被称为偏序。其主要作用是在集合上建立序结构，描述元素之间的优

先、优劣、依赖与包含关系，为研究排序、最优、上下界以及格等有序结构提供基础。 

定义 5.23：偏序关系 

在非空集合上的一种关系，如果它是自反的、反对称的和传递的，那么就被称为集合 A 上

的偏序关系，记为≼。如果 <x, y>∈≼，那么我们将其写作 x≼y，读作 x “小于或等于” y。 

1）几种典型的偏序关系 

（1）数的小于等于关系 ≤：实数集 ℝ、整数集 ℤ 上的关系 ≤，满足自反、反对称、传递，

是经典的偏序关系。记为：⟨ ℝ,≤⟩，⟨ ℤ,≤⟩。 

（2）集合的包含关系 ⊆：幂集 𝒫(A) 上的关系 ⊆，满足自反、反对称、传递，是偏序关

系。记为：⟨ 𝒫(A),⊆⟩。 

（3）正整数的整除关系 |：正整数集 ℤ+ 上的关系 |，满足自反、反对称、传递，是偏序关

系。记为：⟨ ℤ+,∣⟩。 

（4）集合上的恒等关系 IA：集合 A 上的恒等关系 IA，满足自反、反对称、传递，是平凡

的偏序关系。记为：⟨A, IA⟩。平凡的偏序关系⟨A, IA⟩元素之间只与自身有偏序关系，是一种特殊

偏序关系。 

2）偏序集中元素之间的有序特性 

偏序集中元素之间的可比性、全序和覆盖关系是描述偏序集有序结构的重要概念。可比性

用于判断两个元素之间是否存在偏序关系，即是否可以比较先后或大小。若偏序集中任意两个

元素都可比，则该偏序称为全序，是一种完全有序的特殊偏序。覆盖关系则表示元素间不存在

其他中间元素的直接偏序关系，用于体现元素之间的直接相邻次序。三者共同刻画了偏序集中

元素的有序程度与层次关系。 

定义 5.24：偏序集中的可比与不可比元素 

设 (A,⪯) 是偏序集。 

（1）可比（Comparable）：设 x,y∈A，若 x⪯y 或 y⪯x，则称 x 与 y 可比。 
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（2）不可比（Incomparable）：设 x,y∈A，若 x⋠y 且 y⋠x，则称 x 与 y 不可比。 

定义 5.25：全序关系（全序） 

设 R 是非空集合 A 上的偏序关系。若对任意 x,y∈A，x 与 y 均可比，则称 R 为集合 A 上的

全序关系，简称全序。 

3）典型的全序关系 

（1）整数全序 (ℤ,≤)：任意两元素可比，为全序。 

（2）实数全序 (ℝ,≤)：任意两元素可比，为全序。 

（3）有理数全序 (ℚ,≤)：任意两元素可比，为全序。 

（4）有限全序集 (A,≤)：A 为有限非空集合，任意两元素都可比，为全序。 

（5）单元集全序 ({a},≤)：仅有一个元素，任意两元素（平凡）可比，为全序。 

 

定义 5.26：  覆盖关系（覆盖） 

设 (A,⪯) 为偏序集，x,y∈A。若 x≺y（即 x⪯y 且 x≠y），且不存在 z∈A，使得 x≺z≺y， 

则称 y 覆盖 x（或称 x 被 y 覆盖）。 

 

在偏序集中，可比与不可比用于描述任意两个元素之间是否存在偏序关系，若偏序集中任

意一对元素都可比，则该偏序为全序关系。而覆盖关系是可比元素间的一种特殊紧邻关系，指

两元素可比且中间不存在其他元素。三者层层递进，共同刻画了偏序集的序结构特征。 

典型的覆盖关系 

（1）整数全序 (ℤ,≤)：∀n∈ℤ，n+1 覆盖 n。 

（2）正整数整除偏序 (ℤ+,∣)：y 覆盖 x⟺x∣y 且
𝑦

𝑥
 为素数。 

（3）幂集包含偏序 (𝒫(A),⊆)：对任意 S,T∈𝒫(A)，有 T 覆盖 S⟺S⊂T 且 ∣T∣−∣S∣=1。 

覆盖是包含的一种特殊情形。若 T 覆盖 S，则一定有 S⊂T（真包含），且 S 与 T 之间不存

在其他子集，也就是满足 ∣T∣−∣S∣=1。 

例 5.19：分析集合 A 上整除偏序的可比、全序与覆盖。 

解： 

设集合 A={1,2,4,6}，考虑整除偏序 (A,∣)，其中 x∣y 表示 x 整除 y。 

（1）可比与不可比： 

可比元素对：(1,2),(1,4),(1,6),(2,4),(2,6) 

不可比元素对：(4,6) 

（2）全序判断：由于 4 与 6 不可比，因此该偏序不是全序。 

（3）覆盖关系：2 覆盖 1，4 覆盖 2，6 覆盖 2。 

结论：偏序(A,∣)中存在不可比元素对，故不是全序；覆盖关系仅出现在可比且无中间元

素的元素对之间。(1,4), (1,6)可比，但中间存在元素 2，满足 1∣2∣4（6）， 所以不是覆盖。 

 

5.4.5 偏序关系的图形化表示-Hasse 图 

偏序关系的图形化表示主要有关系图与哈塞图两种，哈塞图是偏序集的简化表示，仅保留

覆盖关系，省略自环、传递边与箭头，简洁直观，是描述偏序结构最常用的标准方法。将抽象
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的集合元素与偏序关系转化为直观图形，看清晰展示元素间的次序、可比、覆盖、层次与整体

结构，便于观察、分析与判断偏序集性质（如全序、极值元、链、反链等），简化推理与理

解。 

定义 5.27：偏序集 

非空集合 A 与定义在 A 上的偏序关系 ⪯ 组成的整体称为偏序集，记作 (A,⪯)。 

常见偏序集有：整数集上的小于等于 (ℤ,≤)，正整数集上的整除 (ℤ+,∣)，集合幂集上的包

含 (𝒫(A),⊆)等。 

定义 5.28：哈斯图 

设 (A,⪯) 是一个偏序集。哈斯图是表示该偏序集的一种简化有向图，其构造规则为： 

①用顶点表示集合 A 中的元素。 

②若 x≺y 且 y 覆盖 x，则在 x 与 y 之间画一条无向边，两个连通结点之间的序关系通过结

点位置的高低表示，位置低的元素的顺序在前。 

③省略所有自环（自反性）。 

④省略所有由传递性可推出的边。 

⑤所有边默认方向向上，因此不画箭头。 

哈斯图是一种特殊类型的偏序集关系图，其中传递边被移除，且方向是隐含的。 

例 5.20：画出如下偏序集的哈斯图 

正整数整除偏序集：({1,2,3,4,5,6,7,8,9},∣)  

幂集包含偏序集：(𝒫({a,b,c}),⊆)  

解:  

1)偏序集 ({1,2,…,9},∣) 哈塞图绘制 

①确定顶点顶点：1,2,3,4,5,6,7,8,9。 

②列出覆盖关系: 

2 覆盖 1，3 覆盖 1，5 覆盖 1，7 覆盖 1 

4 覆盖 2，6 覆盖 2，6 覆盖 3 

8 覆盖 4，9 覆盖 3 

③分层（由下往上） 

第 1 层：节点 1 为最底层元素。 

第 2 层：2,3,5,7，仅覆盖第 1 层元素 1，放在第 1 层上方。 

第 3 层：4,6,9，仅覆盖第 2 层中的对应元素 2,3，放在第 2 层上方。 

第 4 层：8，仅覆盖第 3 层中的元素 4，放在第 3 层上方。 

2) 偏序集 (𝒫({a,b,c}),⊆) 哈塞图绘制 

①确定顶点：∅, {a}, {b}, {c}, {a,b}, {a,c}, {b,c}, {a,b,c} 

②列出覆盖关系： 

{a},{b},{c} 都覆盖 ∅ 

{a,b} 覆盖 {a}, {b} 

{a,c} 覆盖 {a}, {c} 

{b,c} 覆盖 {b}, {c} 

{a,b,c}覆盖{a,b}, {a,c}, {b,c} 
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2) 分层（由下往上） 

第 1 层：空集 ∅，为最底层元素。 

第 2 层：{a},{b},{c}，仅覆盖第 1 层元素 ∅，放在第 1 层上方。 

第 3 层：{a,b},{a,c},{b,c}，仅覆盖第 2 层中的对应元素 {a},{b},{c}，放在第 2 层上方。 

第 4 层：{a,b,c}，仅覆盖第 3 层中的元素 {a,b}, {a,c}, {b,c}，放在第 3 层上方。 

 
例 5.21：已知偏序集<A,R>的哈斯图如下图所示,试求出集合 A 和关系 R 的表达式。                                         

 

解： 

① 集合 A 由哈斯图中所有顶点构成：A={a,b,c,d,e,f} 

② 列出覆盖关系（哈斯图直接连线） 

根据 “上层元素覆盖下层元素” 的原则，从图中提取所有直接覆盖关系： 

d 覆盖 b, d 覆盖 c, e 覆盖 c, e 覆盖 b, f 覆盖 d, f 覆盖 e 

③构造偏序关系 R, 

偏序关系 R 必须满足自反性、反对称性和传递性，因此由三部分有序对组成： 

自反性：所有 (x,x)，其中 x∈A, IA={(a,a),(b,b),(c,c),(d,d),(e,e),(f,f)} 

直接覆盖对：由覆盖关系直接得到覆盖对={(b,d),(c,e),(c,d),(b,e),(d,f),(e,f)} 

传递性补充：由覆盖关系通过传递性推导得到传递对 

由 b≤d 且 d≤f，得 b≤f，即 (b,f) 

由 c≤e 且 e≤f，得 c≤f，即 (c,f) 

④将三部分合并，得到关系 R 的完整表达式： 

R=IA∪覆盖对∪传递对={(a,a),(b,b),(c,c),(d,d),(e,e),(f,f),(b,d),(b,e),(b,f),(c,d),(c,e),(c,f),(d,f),(e,f)} 

最终得到偏序集<A,R>哈斯图对应的集合 A 和偏序关系 R。 
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5.4.6 偏序集的极值元素与界 

当偏序集中存在不可比元素时，传统意义上统一的 “最小、最大” 概念不再普遍适用。

本节介绍的 4 个极值元素用于描述集合内部元素的极值状态，4 个界元素可以刻画子集在整体

偏序集中的外围约束关系，它们完整的反映了集合的极端位置、层级关系与整体边界特征。 

1）偏序集上的极值元素定义 

当偏序集中存在不可比元素时，传统意义上统一的 “最小、最大” 概念不再普遍适用，

无法准确描述偏序集中元素的极端位置与整体结构特征。引入最小元和最大元，可描述与全体

元素比较后的全局唯一极值。引入极小元和极大元，可得到局部无更小或更大的相对极值。 

定义 5.29：  偏序集的最小元、最大元、极小元、极大元 

 设<A,≼>为偏序集, BA, y∈B： 

 (1) 若x(x∈B→y≼x)成立, 则称 y 为 B 的最小元。 

 (2) 若x(x∈B→x≼y)成立, 则称 y 为 B 的最大元。 

 (3) 若x(x∈B∧x≼y→x=y)成立, 则称 y 为 B 的极小元。 

 (4) 若x(x∈B∧y≼x→x=y)成立, 则称 y 为 B 的极大元。 

为了使极值概念可灵活作用于任意子集，上述定义主要考虑子集 B 中元素的极值。 

最小元 y 必须和 B 中每一个元素 x 都比较，且满足 y≼x，它是真正小于等于所有元素的全

局最小。极小元 y 只是同 B 中所有可比元素进行比较后，使得 B 中不会存在比 y 更小的元素，

不再考虑 y 不可比的元素。 

最大元 y 必须和 B 中每一个元素 x 都比较，且满足 x≼y，它是真正大于等于所有元素的全

局最大。极大元 y 只是同 B 中所有可比元素进行比较后，使得 B 中不会存在有比 y 更大的元

素，不再考虑 y 不可比的元素。 

2）偏序集上的极值元素核心性质 

在有限集中，极小元和极大元总是存在的，且可能不唯一。 

最小元和最大元并不一定存在，但如果存在，它们一定是唯一的。 

最小元一定是极小元，最大元一定是极大元。 

孤立节点既是极小元也是极大元。 

3）偏序集子集的上界、下界与确界 

定义 5.30 ：上界、下界与确界   

设<A, ≼>为偏序集, BA, yA： 

（1）若x (x∈B→x≼y) 成立, 则称 y 为 B 的上界。 

（2）若x (x∈B→y≼x) 成立, 则称 y 为 B 的下界。 

（3）令 C＝{y | y 为 B 的上界}, 则称 C 的最小元为 B 的最小上界 或上确界。  

（4）令 D＝{y | y 为 B 的下界}, 则称 D 的最大元为 B 的最大下界 或下确界。 

上述定义均以偏序集 A 的子集 B 为讨论对象。上界是在全集 A 中选取元素 y，要求 y 大于

等于子集 B 中的每一个元素，为子集 B 提供上侧约束。下界是在全集 A 中选取元素 y，要求 y 

小于等于子集 B 中的每一个元素，为子集 B 提供下侧约束。上确界（最小上界） 是在子集 B 

的全体上界中取最小元，是对子集 B 最精确的上侧逼近。下确界（最大下界） 是在子集 B 的
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全体下界中取最大元，是对子集 B 最精确的下侧逼近。这组定义始终以子集 B 为核心，在整

个偏序集 A 中确定子集 B 的外部边界与最优界，实现对偏序集局部结构的准确描述。 

4）偏序集子集的上界、下界与确界的特性 

设 <A,≼> 为偏序集，B⊆A，子集 B 的界与确界有如下性质： 

①子集 B 的下界、上界不一定存在，存在时也不一定唯一。 

②B 的所有上界中最小的那个就是 B 的上确界，B 的所有下界中最大的那个就是 B 的下确

界。上/下确界下若存在必唯一。 

③界与确界是从全集 A 视角为子集 B 确定的边界元素，该元素不一定属于 B。 

例 5.22：求上界、下界与确界 

设偏序集<A,≼>如下图所示： 

（1）求 A 的极小元、最小元、极大元、最大元。  

（2）设 B＝{ b, c, d }, 求 B 的下界、上界、下确界、上确界。 

 

解： 

整个集合 A={a,b,c,d,e,f} 

偏序关系由哈斯图给出：b≺d≺f，b≺e≺f，c≺d≺f，c≺e≺f，a 与其他元素均不可比。 

（1）求 A 的极小元、最小元、极大元、最大元 

①a,b,c 在哈斯图中无元素在其下方，没有比它们更小的可比元素，是极小元；是极小

元。d,e,f 均有元素在其下方，不是极小元。结果：A 的极小元为 {a, b, c}。 

②a 与 b,c,d,e,f 不可比，b 与 a,c 不可比，c 与 a,b 不可比，没有元素能小于等于全体元

素。结果：A 的最小元不存在。 

③f 在哈斯图中无元素位于其上方，没有比它更大的可比元素，因此是极大元；其余元素

均有元素在其上方，不是极大元。结果：A 的极大元为 {f}。 

④最大元要求大于等于 A 中所有元素。f 与 a 不可比，不满足定义。结果：A 的最大元不

存在。 

结论：A 的极小元：{a, b, c}； 

A 的最小元：不存在； 

A 的极大元：{f}； 

A 的最大元：不存在。 

（2）设 B={b,c,d}，求 B 的下界、上界、下确界、上确界 

①下界要求在 A 中找元素 y，使得对所有 x∈B，都有 y≼x。a 与 b,c,d 均不可比；b 与 c 不

可比； d,e,f 均不满足小于等于 B 中所有元素。结果：B 的下界不存在。 

②上界要求在 A 中找元素 y，使得对所有 x∈B，都有 x≼y。由哈斯图：b≺d≺f，c≺e≺f，只

有 f 同时大于等于 b,c,d。结果：B 的上界为 {f}。 
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③下确界是下界集合的最大元。因为 B 没有下界，所以下确界不存在。结果：B 的下确界

不存在。 

④上确界是上界集合的最小元。B 的上界只有 f，其最小元就是 f。结果：B 的上确界为 

f。 

结论： 

B 的下界：不存在； 

B 的上界：{f}； 

B 的下确界：不存在； 

B 的上确界：f。 

5）链与反链 

链描述了偏序集中元素之间可以互相比较的全序子集部分，该子集有序、线性、可比较。

反链描述了偏序集中任意两个不同元素都不可比较的子集部分，该部分无序、平行、不可比

较。二者可帮助分析偏序集的结构复杂度，是组合分解、排序问题的基础。 

定义 5.31：链与反链 

  设<A,≼>为偏序集, BA。 

 (1) 如果x,yB，x 与 y 都是可比的，则称 B 是 A 中的一条链，B 中的元素个数称为链的

长度。 

 (2) 如果x,yB，xy，x 与 y 都是不可比的，则称 B 是 A 中的一条反链，B 中的元素个数

称为反链的长度。 

若多个反链之间没有公共元素，则称这些反链为不相交反链。 

例如，在偏序集<{1,2,…,9},|>中，{1,2,4,8}是长为 4 的链，{1,4}是长为 2 的链，{2,3}是长

为 2 的反链。对于单元集{2}，它的长度是 1，既是链也是反链。 

在单元集中找不到一对不同元素，它们不可比，也就是找不到链定义的反例，那么链的定

义命题就算成立，所以是链。同样，也找不到一对不同元素，它们可比，那么反链定义命题就

算成立，所以是反链。 

6）Dilworth 定理 - 链与反链的对偶关系 

定理 5.10：Dilworth 定理 

设<A,≼>为偏序集，如果 A 中最长的链长度为 n, 则该偏序集可以分解为 n 条不相交的反

链。 

算法 5.1：  偏序集反链分解算法 

输入：偏序集 A 

输出：A 中的反链 B1, B2, …  

1．i1 

2．Bi当前 A 中的所有极大元的集合（Bi是一条反链） 

3．令 AA−Bi 

4．if A∅  

5． ii+1 

6．转 2  

 输出反链序列 B1, B2, … 
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算法的实现代码可利用本章知识扩展提示词求助 AI 大模型实现。 

7）拓扑排序 

无论偏序集中的元素是否两两可比，拓扑排序都是对该偏序集的线性扩展；它在严格保留

原有偏序关系的前提下，将偏序扩充为全序，且仅当偏序集对应的有向图无环时，拓扑排序才

存在。拓扑排序主要用于计算图调度、任务依赖推理、流水线规划等场景，确定满足先后约束

的线性执行顺序，核心是处理有向无环的依赖关系。 

定义 5.32：拓扑排序 

设 ⪯ 是非空集合 A 上的偏序关系，若 A 上的一个全序关系 ≤ 满足：∀x,y∈A, x⪯y⇒x≤y

则称这个全序 ≤ 为原偏序的拓扑排序（也称为线性扩展）。 

在这个定义中，⪯ 表示集合上原本的偏序关系，只要求部分元素之间存在先后，不要求任

意两个元素都可比。而 ≤ 表示拓扑排序构造出的全序关系，要求任意两个元素都可比、能排

成一条直线。条件 x⪯y⇒x≤y 使得原偏序里有先后的元素对，在新的全序里必须严格保持这个

先后顺序。也就是说拓扑排序是在不破坏原有偏序的前提下，将偏序兼容扩展为全序。 

拓扑排序主要有极小元法和深度优先搜索（DFS）法，极小元法从偏序集出发，不断选取

并移除当前极小元，依次得到拓扑序列。DFS 法对有向无环图进行遍历，按节点完成顺序记录

后序序列，再将其逆序，即可得到合法拓扑排序，两种方法都能在保留原有偏序关系的前提下

得到全序排列。 

算法 5.2： 拓扑排序- 极小元法 

输入：有限非空偏序集 (A,⪯) 

输出：该偏序集的一个拓扑排序 a1,a2,…,an 

1.   i1 

2.   从 A 中选择一个极小元 ai 作为最小元 

3．AA−{ai} 

4．if A∅ 

5．    ii+1 

6．    转 2 

例 5.23：设任务集合 A = {T1, T2, T3, T4, T5, S1, T6, S2, T, T9, T10}，⪯ 是 A 上的偏序关系，其

哈斯图如图所示。判断下列序列是否为该偏序集的拓扑排序。 

拓扑排序 1：T1, T2, T3, T4, S1, T5, T6, S2, T, T9, T10 

拓扑排序:2：T1, T2, T3, T4, S1, T6, S2, T, T9, T5, T10 

 

解： 
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①从哈斯图中提取所有必须遵守的偏序关系： 

T1≺ T2，T2≺ T3, T2≺ T4，T3≺ S1, T4≺ S1，S1≺ T5, S1≺ T6，T5≺ T10, T5≺T，T6≺ S2 

S2≺T, S2≺ T9，T≺T10, T≺T9 

②检查序列 1：T1, T2, T3, T4, S1, T5, T6, S2, T, T9, T10 

逐一验证关键约束：所有任务执行的先后次序都符合图中的偏序关系，因此序列 1 是有效

的拓扑排序。 

③检查序列 2：T1, T2, T3, T4, S1, T6, S2, T, T9, T5, T10 

关键矛盾：逐一验证关键约束：所有任务执行的先后次序都符合图中的偏序关系，因此序

列 1 是有效的拓扑排序。因此序列 2 是有效的拓扑排序。 

知识扩展提示词 

1. 有序对的集合定义形式是如何用集合的确定性，严格定义有序对的顺序性？ 

2. 幂序列的有限性规范证明步骤是什么？ 

3. 设计 Warshall 算法的 C 语言程序代码，以"Warshall 算法程序.c"文件名输出，在注

释中给出运行测试数据。 

4. 如何利用第二类斯特林数 S(n,k)和贝尔数 Bn求 n 元集合的划分个数？ 

第 5 章主要数学符号列表 

 

序号 符号 含义 示例 

1 × 笛卡尔积  A×B, 集合 A 与 B 的笛卡尔积 

2 ∣ ∣ 基数符号 ∣A∣, 集合 A 的基数 

3 ⋅ 乘号 ∣A∣⋅∣B∣, 有限集合 A 与 B 基数乘积 

4 ℟ 不存在关系符 a℟b,  a 与 b 没有关系 R 

5 EA 集合 A 上的全域关系 EA={⟨x,y⟩∣x∈A∧y∈A}=A×A 

6 IA 集合 A 上的恒等关系 IA={⟨x,x⟩∣x∈A} 

7 LA 集合 A 上的≤关系 LA={<x,y>| x,y∈A∧x≤y} 

8 DB 集合 A 上的整除关系 DB={< x,y >| x,y∈B∧x 整除 y} 

9 R⊆ 集合 A 上的包含关系 R⊆={< x,y >| x,y∈𝒜∧x⊆y}， 𝒜是集合族 

10 MR 关系 R 的关系矩阵 
对于矩阵元素 mᵢⱼ, R 中存在这个有序对就取 1,

否则取 0 

11 domR 关系 R 的定义域 domR = {x | y (<x,y>R) } 

12 ranR 关系 R 的值域 ranR = {y | x (<x,y>R) } 

13 fldR 关系 R 的域 fldR = domR ∪ ranR 

14 R−1 关系 R 的逆关系 R−1 = {<y,x> | <x,y>R} 

15 ∘ 关系复合运算符 S∘R, 关系 R、S 的复合关系 

16 Rn 关系 R 的 n 次幂 R0 = {<x,x> | x∈A } = IA 

17 ～ 一般等价关系 
红苹果∼红草莓, 红苹果与红草莓颜色相同，

因此它们等价 

18 ≡ 同余、恒等、强等价 x≡y(mod n), x 与 y 模 n 同余 

19 r(R) 关系 R 的自反闭包 
r(R)是在关系 R 中,对每个元素都加上自环(x,x)

后得到的自反关系 
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20 s(R) 关系 R 的对称闭包 
s(R)是在关系 R 中,对每个有序对(x,y)都加上反

向有序对(y,x)后得到的对称关系 

21 t(R) 关系 R 的传递闭包 
t(R)是在关系 R 中,把所有能间接连通的有序对

(x,z)都补充进去后得到的传递关系 

22 [x] x 的等价类 [x]R, x 在关系 R 下的等价类 

23 A/R 商集 A/R = { [x]R | x∈A }, 所有等价类构成的集合 

24  集合 A 的划分 ∪ =A,中的元素为 A 的划分块 

 


